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LES 1 RIEMANN-SOM

DEFINITIE RIEMANN-SOM

Een oppervlakte kun je benaderen met behulp van een Riemann-som = Zf(x[) - Ax
i=1

VOORBEELD 1

Gegeven is de functie f(x) = 4 - x2.
a. Schets de grafiek van -3 tot 3.
b. Benader de oppervlakte tussen f(x) en de x-as met een Riemann-som en Ax=1.

c. Benader de oppervlakte tussen f(x) en de x-as met een Riemann-som en Ax=7% .

OPLOSSING 1

a. De snijpunten met de x-as zijn x=-2 en x=2. Teken rechthoekjes van 1 breed en neem de

gemiddelde hoogte op het interval. Er zijn dus 4 rechthoekjes !

T2

o

()

R S B B

Je kunt met een Riemann-som (rechthoekjes van 1 breed) de oppervlakte uitrekenen

. Oppervlakte:if(xi)-Ax=f(x1)~Ax+f(x2)~Ax+f(x3)-Ax+f(x4)-Ax

i=1

(1) Rechthoek Ivan1tot2 - Oppl = f(x)-Ax = f(12)- 1=12.1=12
(2) Rechthoek llvanOtotl —=Oppll = f(x)- -4x = f(%) 1=3% 1=3%
(3) Rechthoek lllvan-1tot0 — Opplll = f(x) - -Ax = f(—%) 1=32 1=32
(4) Rechthoek IVvan-2tot-1 = Opp IV = f(x) -4x = f(—l%) 1=1% 1=1%
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Totale oppervlakte benadering=13% + 33 + 334+ 134 = 11
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b. De snijpunten met de x-as zijn x=-2 en x=2. Teken rechthoekjes van % breed en neem de

gemiddelde hoogte op het interval.

e Oppervlakte RECHTS :

3

(1) Rechthoek Ivan1% tot2 — Oppl = f(x) - Ax = f(lz) % = 0,9375 % =

1

(2) Rechthoekllvan1totl¥% — Oppll = f(x)-Ax = f(l Z) % = 2,4375 -%=

(3) Rechthoek lllvan¥%totl — Opplll = f(x)-Ax =f G) .

NIR N+

(4) RechthoekIVvanOtot?% — OpplV =f(x)-Ax=f G) .

Totale Oppervlakte RECHTS

3,4375 -

3,9375 -

e Aangezien de grafiek symmetrisch is, is Opp RECHTS = Opp LINKS :

e Dus de Totale oppervlakte benadering = 25,375 = 10,75

NIR N+

=5,375

OPMERKING

e Je ziet dat de 2° benadering (uiteraard) beter is !

e Hoe kleiner de rechthoekjes, hoe beter de benadering !!
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LES 2 REGELS VOOR PRIMITIVEREN

DEFINITIE INTEGRAAL EN OPPERVLAKTE
o Als je de 4x heel klein maakt (mini) dan noemen we hem dx

e Desom X gaatoverin | !l

. b
e Ergeldt dan dat de oppervlakte tussen de grenzen x=a en x=b : Zf(xl.) ‘Ax = Jf(x) -dx
i=1 "
b
e Oppervlakte = _[f(x)dx =F(b)-F(a)

DEFINITIE PRIMITIVEREN / INTEGREREN
e Integreren of primitiveren is het omgekeerde van differentiéren.

o Notatie Primitieve : F(x)

VOORBEELD 1

Denk aan de regel : Integreren is het omgekeerde van differentiéren.
Wat is dan de primitieve van :

a. f(x) =4

b. f(x) = 2x

c. f(x) = 24x°

OPLOSSING 1

a. Fx)=4x +c¢ wantF(x) =4

b. F(x)= x> +¢ want F'(x) = 2x

c. F(x) = 4x® +c¢ want F'(x) = 24x°

OPMERKING

e Bijiedere formule horen miljoenen primitieven (c kan verschillend zijn).

e ¢ ={integratieconstante }
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REGELS VOOR INTEGREREN VAN POLYNOMEN (XN)
1
(1) Hoofdregel: f(x)=x" = F(x):—l)c”+1
n+

(2) Hulpregel f(x)=a = F(x)=ax
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VOORBEELD 1

Primitiveer met behulp van de regels hierboven :
a. f(x)=x"+5x*

b. f(x) =x
¢ f)==
OPLOSSING 1

Primitiveer met behulp van de regels hierboven :

1 1 1
a. F(X) = mxﬂ—l + 5mx4+1 = EXB +x5
1 Yy o1 11 2
b. F(x)=7—x2 =—x"2=-xVx
() %+1 1,5 3

P _q._ Y -a+1_ _q,-3__1
c. fx)=3x""*>Fx)=3 X =—-1x"° = =

HUISWERK 2 : PRIMITIVEER

a. f(x)=x
b f) =
X
c. f(x)=3x
d. f=t7
X
e. f(x)=5x"+6x-22
6
/- f(x)—§
g fn=x

b 1=
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PARAGRAAF 10.2 : OPPERVLAKTE EN INHOUDEN

LES 1 OPPERVLAKTE BEREKENEN TUSSEN F EN G

STAPPENPLAN VOOR DE OPPERVLAKTE TUSSEN F(X) EN G(X) -
1. Maak een schets L

2. Bereken de snijpunten van f en g (deze x-en noemen we a en b)

3. Oppervlakte (Opp) tussenfeng=

b 15

Opp = [ (f(x) - g(x))dx = [v(x)dx = V(b)~V(a)

a

(Waarbij v(x) de verschilfunctie tussen f en g is, met f BOVEN g)

o
b

VOORBEELD 1

Gegeven is de functie f(x) = 4 — x?
a. Bereken exact de oppervlakte tussen f(x) en de x-as.

b. Bereken exact de oppervlakte tussen f(x) en de lijn y=3.

OPLOSSING 1

a. Volg het stappenplan :
1. De grafiekvan f o

2. f(x)=0 5 ]’2 3
x=2vx=-2

3. De grenzen zijn -2 en 2. De x-as heeft vergelijking y=0 :
2 2

e Opperviakte = j( F(x)—0)dx = j (4—x*)dx
) )

o F(x)=4x-1x’

o F(2)=4-2-1.2 =1

o F(-2)=4--2-1.(=2)=-1
16 16 32

2
e Opperviakte= F(2)— F(-2)= ————=2==10=
pperviakte = F'(2) — F(-2) 3 373 3



http://www.google.nl/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjQgbyN6JTTAhXmI8AKHesVB7UQjRwIBw&url=http://info.math4all.nl/MathAdoreOpgaven/vb-bb34-print.html&bvm=bv.152174688,d.ZGg&psig=AFQjCNHpn_bimdA_xhsNw2c5ZUvP63j0zw&ust=1491739260993927
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OPMERKING

Stap 3 kan ook in één regel. De primitieve staat dan tussen rechte haken :

2 2
Opp = [ f()dx = [(4=x")dx =[4x =4, =(4-2-1.2") = (4.2 -1 (-2)) = - —le =2 =102
-2 -2

b. Volg het stappenplan :
1. De grafiek van f

-3 /2 -1 1 ﬂ\ 3
-1

2. f(x)=3
4—x2=3
x2=1

x=1lvx=-1

3. De grenzen zijn -1 en 1. De x-as heeft vergelijking y=0 :
1 1 1
2 2
e Oppervlakte = .f(f(x) —3)dx = J.(4 —x"=3)dx = I(l —x")dx =
-1 -1 -1

. F(x)=x—§x3

« F)=: en F(-D)=-:

2 2 4
. 0pp=F(1)—F(—1)=E——§=5

OPMERKING

Je kunt het ook met de GR berekenen (controleren) met de knop Math > Fnint
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LES 2 : WENTELEN OM DE X-AS

STAPPENPLAN INHOUD VAN OMWENTELINGSLICHAAM L TUSSEN F(X) EN DE Y-AS

(1) Maak een schets

(2) Bereken de snijpunten van f en met de y-as (deze noemen we a en b)

b
(3) Inhoud =som van de cirkeltjes = som van m-r? = J-7[ (f(x))dx

a

STAPPENPLAN INHOUD VAN OMWENTELINGSLICHAAM L TUSSEN F(X) EN DE G(X)

(1) Maak een schets
(2) Bereken de snijpunten van f en g (deze noemen we a en b)

(3) Inhoud =som van de cirkeltjes grootste - som van de cirkeltjes kleinste

Inhoud = jﬂ-(f(x))zdx—jﬂ-(g(x))zdx

VOORBEELD 1

Gegeven is de functie f(x) = 4 — x%. V is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f en de x-as. V
wordt gewenteld om de x-as. Zo ontstaat het omwentelingslichaam L.

a. Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam L in 2 dec.

W is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f en de lijn y=3. W wordt gewenteld om de x-as. Zo
ontstaat het omwentelingslichaam M.

b. Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam M in 2 dec.
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OPLOSSING 1

a.

2

2
Inhoud = f - (4 —x%)%dx =f m- (16 —8x? + x*)dx =m - (17,07 — —17,07) = 107,23
-2 2

Fx) = 16% — ox® + =5
(x) = 16x 3X° tgx

8 1
F(2)=16-2—§-23+§-25=17,O7

8 1
F(=2)=16--2—3- (-2)3 tz (-2)5 =-17,07

5 4 3 f oA i 3 4 ¢

R R

1

1 1
Inhoud = f T (4—x%)2%dx — f T - (3)2dx—=f (- (16 — 8x?% + x*) — 9m)dx =
-1 1 -1

1
= f - (7 —8x2 + x*)dx = (14,24 — —14,24) = 28,48
-1

8 1
F(x) = n-(7x—§x3 +§x5)

8 1
F(l)=rc-(7~1—§-13+§-15)=14,24

8 1
FeD=nm-(7--1-3 -3+ T (-1°) =-14,24
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PARAGRAAF 10.3 : PRIMITIEVE FUNCTIES

LES 1 ANDERE REGELS VOOR PRIMITIVEREN /INTEGREREN

REGELS VOOR ALLE SOORTEN FORMULES

Er zijn nog een aantal regels. We geven de regels voorc=0:

) fx) =xm > F() =——x" (n#-1)
(@) fO)=2=x"1 = F(x)=1In(x)

(iii) f(x)=e* =>Fx)=e*
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LES 2 VERDELEN IN TWEE DELEN

VOORBEELD 1

Gegeven is de functie f(x) = x2.

V is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de lijn x=5.
De lijn x=a verdeelt V in de verhouding 2 : 1.

Bereken a in 2 decimalen nauwkeurig.

OPLOSSING 1
> > 1 .. 1 125 2
Opptotaal = f f(x)dx = f (xDdx =[zx3g==-53=—=41-
. . 3 3 3 3
De oppervlakte van het linkerdeel is dan = 2.133 =230
, a a 1, 1, 250
Opplinks =f fo)dx =f (xdx =[zx°]§ =za°> = —
. . 3 3 9

750

3= = 4,37
- a 9 - Qa
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LES 3 PRIMITIVEREN EN KETTINGREGEL

VOORBEELD 1

Primitiveer

f(x) = 14(4x — 2)°

OPLOSSING 1

Neem u =4x—2 danis u’= 4. Omdat integreren het tegenovergestelde van differentiéren is, moet je
die 4 corrigeren.

Dus kettingregel bij primitiveren = - %. Dus

F =F U—1417 _1 7—14 2)7
() = Fw) U = 7= =5(x—2)

AN
[uny
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